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EL CALCULO INTEGRAL EN LA OBTENCION DEL VOLUMENES DE
SOLIDOS DE REVOLUCION

Un soélido de revolucion es generado al girar una region plana en torno a una recta
denominada eje de revolucion. Existen varios métodos para el célculo del volumen de un
solido de revolucion, en esta ocasion se estudiaran los siguientes: Método de discos,
método de las arandelas y el método de capas.

A continuacion se ilustran algunos solidos de revolucion:

Sélido de  revolucion disco

generado al girar una Sélido de revoluciéon generado al girar
region plana alrededor del una region plana alrededor del eje y.

eje x.

METODO DE LOS DISCOS

Este método resulta particularmente Gtil cuando el eje de revolucién es parte del contorno
del area plana. El eje de rotacion puede ser el eje x 0 uno paralelo a este, asi como puede
también ser el eje y 0 uno paralelo a este.

» Cuando el eje de rotacion es el eje x
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Es conveniente tener en consideracion los siguientes pasos:

1) Se dibuja la region plana que generara el sélido de revolucion, para lo cual se traza
la grafica de la funcion f entre x = a y x = b, luego se dibuja un rectangulo
representativo de ancho “infinitesimal” o sea de ancho dx y altura f (x).

2) Empleando el volumen de un cilindro (disco).

a el caso del disco considerese,

h:es dx.

dx

3) Suponer que el nimero de rectangulos tiende a infinito y al aplicar el teorema
fundamental del célculo.

b b
v =j wy?dx = nj [f (x)]?dx

Ejemplo:

Calcular el volumen de un solido de revolucion engendrado por la regién limitada por g (x)
=senx, x=0,x=mYyy=0entorno al eje x.

Solucion:

y {k b I
v = j my?dx = nj [sen(x)]?dx =
a 0

T

) ™1 — cosi{2x)
A sen (x)dx=7rJ de=

n(2x)\ . m  sen(2m)
)
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» Cuando el eje de rotacion en el eje y

Ya
__d - f | I— dy
_
f(y) =x
L (:_ O »
S
v

Por lo que el volumen esta dado por:

e

Ejemplo:

Calcular el volumen de un sélido de revoluciéon engendrado por la regién limitada por
h(y) =/y,y=0,y=1yx=0entorno al eje y.

Solucion:
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2
v= nfol[\/}]zdy = nfol ydy =n (y?) |6 = 3 unidades de volumen.
Cuando el eje de rotacion es paralelo al eje x 0 al ejey.

Ejemplo:

Calcular el volumen de un sélido de revolucién engendrado por la regién limitada por:
a) f(x)=y4—(x—2)2+2x=0,x=4yy=2entorno al ejey = 2.

Solucion:

v

v

4 4 2 4
vzfn(y—Z)zdxznf [ 4—(x—2)2+2—2] dx=rrf[4—(x—2)2]dx=
0 0 > 0

4

4 x3
rtf [4—x2+4x—4]dx=ﬂf [—x2+4x]dx=n<——+2x2>|‘5=
0 0 3

64 321
T (— 3 + 32) = = unidades de volumen.
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b) h(y) =+4—(y—2)2+2y=0,y=4yx=2entorno al eje x = 2.

Solucion: 4

»
X

1
N

o

v

4
v = f w(x — 2)%dy
0

4 2 4
:nf 4—(y—2)2+2-2 dy=nf[4—(y—2)2]dy=
0 M 0

4 4 3
nf [4—y2+4y—4]dy=7rf [—y2+4y]dy=ﬂ<—y—+2y2>|6‘=
0 0

64 327w
T (— 3 + 32) = Tunidades de volumen.
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METODO DE LAS ARANDELAS

Este método se emplea para el célculo de volimenes de revolucion que tienen un “hueco”,
que se produce al girar una region delimitada por dos graficas y el eje de revolucion no es
parte del contorno del area plana.

Cundo el eje de revolucion es el eje “x”

El limite superior de la region plana es la grafica de f (x) y el inferior por g (x), desde x = a
hasta x = b, tal y como se ilustra en la figura adjunta.

yA

f(x)

A
==
v

Entonces el volumen del solido de revolucion esta dado por,

V= nj;lb((f(x))z — (g(x))z) dx
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Ejemplo:

Calcular el volumen del solido de revolucién determinado por rotacion alrededor del eje
“x” de la region entre las graficas de f (X) = xA g (X) =x 2

Solucion:

Primero se determinara la interseccion entre las graficas dadas,

x(x—1)=0
=x=0V x=1
Por lo tanto el intervalo de integracion es,
[0,1]

Ahora falta determinar cual es la funcion mayor en el intervalo dado, para esto basta con
. 1
evaluar un valor entre 0 y 1, como por ejemplo >

1) 9G)-6) -

Por lo tanto f(x) > g(x) Vx € ]0,1]

1 1
ver| ((F@)' - (6)")dx =n | (@* - ))ax
1 3 5\ |1
= njo (x? —xH)dx =n<%—%>

(1 1) ©—0)) = 27 unidades de vol
T 3 5 —15unlaes e volumen

0
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En la figura adjunta se ilustra el solido de revolucion.

A

<V
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Cuando el eje de revolucion es el eje “y”

El limite superior de la regién plana es la grafica de f (y) y el inferior por g (y), desdey =c¢
hasta y = d, tal y como se ilustra en la figura adjunta.

A
v

v

Entonces el volumen del s6lido de revolucidn esta dado por,

V= njcd((f(y))2 - (g(y))z) dy

Ejemplo:

Calcular el volumen que se genera al girar la region entre las graficas de f(y) = y? —
3y A g(y) = 2y alrededor del eje “y”.

Solucion:
Primero se determinara la interseccion entre las graficas dadas,
y? -3y =2

y2—3y—-2=0
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3 —+/17 34417
7 VYT

=y =

Por lo tanto el intervalo de integracion es,

3—V17 3+V17
2 2

Ahora falta determinar cual es la funcion mayor en el intervalo dado, para esto basta con

3J_ 3\/_
y +

evaluar un valor entre , como por ejemplo 0.

f(0O)=0y g(0)=2

Porlotanto g(y) > f(y)Vy € ]3 \/_ 3+\/_
317 37
v=r[ o (00 - (o)) dy=r [ - (@7 -02-32ay
2 3+V17 2 37

, y5 3y6
= an_(éL y* + 6y3 —9y2)dy = n<4y—?+7—3y)
2

2

3—17
2

~ 4378,617 unidades de volumen
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Meétodo de Capas
Para trabajar el método de capas es conveniente que se consideren los siguientes pasos:

e Hacer un bosquejo del area a considerar y dibujar franjas representativas paralela al
eje de revolucion y el rectangulo de ancho infinitesimal.
e Escribir el volumen (circunferencia media e altura e espesor) de la capa cilindrica

generada al girar el rectangulo infinitesimal en torno al eje de revolucion y sumar
para losn rectangulos.

e Suponer que el nimero de rectangulos crece indefinidamente y aplicar el teorema
fundamental del calculo.

Cuando el eje de revolucion es el eje “y”.

y
x:distancia a la que se encuentra _

el rectangulo representativo.

y=f(x)

AX

Rectangulo de
ancho infinitesimal

y =f(x) AV =2mx- y - Ax

largo ancho espesor

Capa extendida:

'y =reo
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Por lo que el volumen esta determinado por:

b b
V=2nf xydx=2nf xf(x) dx

Cuando el eje de revolucion es un eje paralelo al “y” por ejemplo el x = e.

b

b
V=271'j (e—x)ydx=27tj (e —x)f(x) dx

a a

De igual forma se procede cundo el eje de revolucion es el eje “X”.

Por lo que el volumen esta determinado por:

d b
V= 27rj yxdy =27rf vf(y) dy

Ejemplo:

Calcular el volumen generado al girar entorno al eje x el area determinada por la curva
y = 2/x y el gje x, en el intervalo [0, 2].

Solucion:

Por el método de discos,

2 2 2
V=7Tj0 (f(x))zdx=njo (Zﬁ)zdx=nf04xdx=

m(2x?%) |3 = 8m unidades de volumen.

Por el metodo de capas

b, 2v2 yzd_n V2
_”fo N2 )73

= —-: 64 = 8munidades de volumen.

A
4 8

2
0
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Ejemplo:

Calcular el volumen generado al girar entorno al eje x = 2 el area determinada por la curva
y = 2V2x yelejex=2,en el intervalo [0, 4].

Solucion:

Por el método de discos,

4 4 yz 2
V=7Tf (Z—x)zdy=2nf (2——) dy =

por simetria

4 2 4 3 5\%
y y y y
2 4—Z 42 )dy=2n(dy-+=—=) =
”fo( 2 64) Y ”(y 6 320)0

32 16 2561 .
27 [(16 -3 + ?) — (O)] =T = unidades de volumen.



